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U Leyes de conservacion

m Ciertas variables fisicas se conservan, ni se generan ni destruyen

m Otras, en cambio, no se conservan

fe1 m Volumen de control V. que contiene el
/ sistema

m Las leyes de conservacién se aplican en el V,:

d
?z:Z@,i_ZéJ

J

m Si la variable es no conservativa:

\1:5,2
d
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u Variables conservativas

El balance de variables conservativas sélo considera términos de
produccién y disipacion

d
Y STy
i J
dq
dt

= produccién — disipacién

Estas variables estan presentes en sistemas
dinamicos:

Cantidad de movimiento lineal y angular

\fsz m Carga eléctrica
fe,2T m Masa
m Energia
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u Conservaciéon de momento lineal

Momento lineal

También llamado cantidad de movimiento, se define como:
p=mv
Donde m es la masa del elemento, y v su velocidad.

La variacién de momento lineal es debida a las fuerzas aplicadas sobre la masa:

dp dmv A través de la conservacién del
-F_ E F; )
dt momento, se puede estudiar la

posicion de los elementos del

dp  dv d2x . sistema
dt mE mﬁ (m = Cte)
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U Conservacion de momento angular

Momento angular

Analogo al momento lineal, se define como:

L=/ -w+rxp

Donde | es el momento de inercia, w su velocidad de rotacién, r la
posicién del elemento y p su momento lineal con respecto el origen de
rotacion.

La variacion de momento angular es debida a los momentos aplicados sobre el
eje de giro:

dL d d
(Iw)+—(rxp)=> M;
dt  dt dt Z A través de la conservacion

dL dw 4?0 del momento, se puede
ar Iﬁ (I'=cte,r xp=0) estudiar el giro del sistema

dr U dt

Expresién valida para rotaciones en un plano.
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U  Conservacion de la carga eléctrica

Carga eléctrica

La carga eléctrica @ en un nodo con potencial eléctrico V/, se define
como:

R=C-V
Donde C es la capacitancia en dicho punto.

La acumulacién de carga en un nodo depende de las corrientes que pasan
por él:

dQ d .
dt:dt(c'v)z;lj
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u Conservacion de la masa

Masa

Magnitud fisica que indica la cantidad de materia:
m=p-V
Donde p es la densidad del material y V el volumen que ocupa.

La variacién de masa en un punto depende de los gastos masicos que
pasan por él:

dm  d _dp
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Conservacion de la energia

Energia

Capacidad de realizar un trabajo. Por unidad de volumen, la energia de un
particula se define como:

1
e=p+§pv2+pgh+ch

Donde p es la presion en dicho punto, g la aceleracion de la gravedad y
¢, la capacidad especifica del material a volumen constante.

La variacion de energia de un sistema es igual a los flujos de calor y de
trabajo a los que se somete:

de d 1 . :
P (p+ ~pv? + pgh+c, )Zqi_zj:wj
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u Unidad 2 - Modelado matematico

Analisis de sistemas
m Semejanza de sistemas
m Esfuerzos y flujos
m Simil con circuito eléctrico
m Parametros concentrados
m Ejemplo de sistema
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u Semejanza de sistemas

m En un volumen de control, la ley de conservacién de una variable
conservativa se expresa como:

d . .
e variable = Z flujos

independientemente del tipo de sistema dinamico

m Se puede establecer una semejanza entre sistemas fisicos de distinta
naturaleza si se emplean las variables adecuadas: esfuerzos y flujos

d, .
EfIUJo = Z esfuerzos
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m Esfuerzo: fuerza aplicada para producir un flujo

m Flujo: variacién instantanea de una variable del sistema

Aplicando una analogia a un sistema mecanico lineal:

Flujo f Esfuerzo e Desplazamiento q Cantidad de movimiento p
Mecénico lineal Vel. lineal v Fuerza F Posicién x C. de mowv. lineal p
Mecéanico angular Vel. angular w Momento M Giro 6 C. de mov. angular L
Eléctrico Intensidad i Voltaje V Carga eléctrica Q -
Fluido Gasto masico m Presién p Masa m C. de mov. de un flujo I
Térmico Flujo de calor g Temperatura T - -
Donde:
f = — e = —
dt dt

Las ecuaciones de conservacién poseen una serie de esfuerzos que

modifican su cantidad de movimiento
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u Simil con circuito eléctrico

Los elementos de un sistema se caracterizan por su esfuerzo asociado.

m Disipativos: disipacion de energia por la presencia del flujo, como
amortiguadores, resistencias eléctricas, pérdidas en inst. fluidas

e=Cf

m Capacitivos: almacenan energia dado un desplazamiento en el elemento,
como resortes, condensadores, efectos de compresibilidad o capacidad
calorifica

e:C/fdtqu

m Inductivos: energia asociada al flujo en el elemento, como masas o inercias,
bobinas. .. y la almacenan en base a la expresién

df
e—Ca
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u Parametros concentrados

Algunos elementos se pueden agrupar, reduciendo la complejidad del
sistema. Sus propiedades se resumen en parametros concentrados.

Car Body Attaches Here

Wheel and Tire

Flanged elbow
— K; =03

- Los elementos se descomponen en otros
mas sencillos o incluso pardmetros

Modelado matematico Curso 2020-2021 14/66



U Eiemplo de sistema: dinamémetro

Usado para medir fuerzas (o masa, de forma
indirecta). Al colgar una masa:

m Comportamiento causado por esfuerzos

A WANY XS
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U Eiemplo de sistema: dinamémetro

Usado para medir fuerzas (o masa, de forma
indirecta). Al colgar una masa:

m Comportamiento causado por esfuerzos

m Muelle: oscilaciones capacitivo

m Disipacién: oscilaciones se detienen disipativo

e 34L& m Masa: almacena energia inductivo

Tras su desarrollo matematico, la posicién de la masa se obtiene a partir
de la EDO de segundo orden:

mﬂ—i—bv—kkfvdt =0
dd2 i & mik+ bx 4+ kx =0
dt2+bd +kx =0

sin olvidarnos de las condiciones iniciales
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u Unidad 2 - Modelado matematico

Transformada de Laplace
m Definicién
m Propiedades
m Respuesta de sistemas dindmicos
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U  Transformada de Laplace: Definicion

Transformada de una funcién del dominio temporal

: a
F(s):ﬁ{f(t)}:/o F(t)e=tdt V>0 z

al dominio de la frecuencia, donde s es una variable compleja
s=0+ iw.

m Paso de EDO a polinomio

m Las transformadas mas empleadas estan tabuladas

m Facilita el disefio y analisis de sistemas y controladores
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U  Definicion : calculo de £{1}

Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) =1

£{1}=F(s) = / pestdy — 1 / I
0 0

S

Por analogia:

L{a}=F(s)="1

£{0} = F(s)=0
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U  Definicion : calculo de £{t}

Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) =t
L{t} = F(s) = / rest
0
—st 1 —st
u=tdv=e dt—>du:dt;v:—;e

° t oo 1
/ te Stdt = [——e_St] -I—/ —e tdt =
0 S 0 0 S

1 _ 1 1
:[0—0]+[—s—2e Sf]o =3

Calcula la transformada de Laplace de f(t) = t”
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U  Definicion : calculo de L{H(t — c)}

La funcién de Heaviside o escalén unidad se define como:

0 t<c
H(t_c):{l t>c

Calcula L {H(t — c)} iPiénsalo un poco! Utiliza el ejemplo de f(t) = 1.

E{H(t—c)}zF(s)=/ 1e—5fdt=—§/ sestdr —

_l [e_st]oo _ e_Sc

s ¢ s
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U  Definicion : calculo de £{5(t — )}

La funcién delta de Dirac o impulso se define como:

o= (g L

cumpliendo:

/OO F(0)3(t — c)dt = F(c)
Calcula L{o(t — ¢)}

£UB(E- ) = F(s) = [ a(e—cetdr— e

Modelado matematico Curso 2020-2021 21/66




u Transformada de sefales

La transformada de funciones tipicas en el modelado de sistemas son:

Sefial f(t) F(s)
Constante C g
s
1
Rampa t =
< .. 0 t<c e—s¢
Escalén (Heaviside) H(t — ¢) {
1 t>c s
oo t=c
Impulso (Dirac ot —c e—¢s
P ( ) ( ) {0 t#c
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Definicién : para practicar...
P P

Para seguir practicando:

L{e 1t}
L{Ae?}
L {sin(at)}
L {cos(at)}
E{ezat}

Modelado matematico Curso 2020-2021 23/66



u Definicion : calculo mediante tablas

Para el calculo de las transformadas es habitual apoyarse en las tablas de
transformadas:

Funcién f(t) Transformada F(s) = L[f(t)]
1
1 - Re(s) >0
s
1
et Re(s) > —Re(z)
s+z
n!
t" (TLEN) F R€(8)>O
!
t"e=* (neN) (ernW Re(s) > —Re(z)
sin zt MLZZ Re(s) > | Im(z) |
cos zt s2+;zz Re(s) > | Im(z) |
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U Propiedades

Linealidad

Si ay b son constantes:

L{af (t)+ bg (t)} = aF(s) + bG(s)

Desplazamiento en frecuencias

Los desplazamientos en la escala de la frecuencia se relacionan con
multiplicacién por exponenciales en el plano del tiempo:

L{e *f(t)} = F(s+a)
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U Propiedades

Cambio en escala de tiempo

Si la escala temporal se dilata, la transformada de Laplace se contrae en
magnitud y frecuencia:

S|

L{f(at)} = éF (%)

a

Desplazamiento temporal

Si la funcién se mueve en la escala temporal una cantidad c:

LA{f(t—c)}=e “F(s)
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ﬁ Propiedades

Integral

L{ t f(T)dT} ~L1r

0-

Teorema del valor inicial

tl@gf(t) = lim sF(s)

S—00

Teorema del valor final

lim f(t) = lim sF(s)

t—o0 s—0
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U Propiedades

Transformada de derivada de f de orden n

£{F (&)} = s"L{F (1)} = s"2(0) - - — F™D(0)

=s"F(s)— Y _s"f71(0)
i=1

Esta propiedad permitira resolver EDOs de manera mucho mas sencilla

L{f () =L {f} — sF(s) — £(0)
L{f" ) =c {f} — $2F(s) — sf(0) — £(0)
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u

Sistemas de orden n

m Un sistema de orden n se define con la EDO:

d"x (t) n d"x(t) dx (t)

e | +...4+ap-1 p” + apx (t) = (t)

cuya solucién se puede expresar como
X (t) = Xest (t) + Xtrans (t)

donde X¢rans (t — 00) = 0, independientemente de la fuerza f (t)
m Si f(t) =0, el sistema actta libremente (EDO homogénea)
m Si f(t) # 0, el sistema esta forzado (EDO particular)

m f (t) fuerza al sistema a alcanzar un valor estacionario determinado
cuando t — o0
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u

Sistemas de orden n

m Un sistema de orden n se define con la EDO:

d"x (t) d"x(t) dx (t)
Jn + a1 Jin—1 +...+ap-1 dr

+ apx (t) = (t)
cuya solucién se puede expresar como

X (t) = Xest (t) + Xtrans (t)

donde X¢rans (t — 00) = 0, independientemente de la fuerza f (t)
m Si f(t) =0, el sistema actta libremente (EDO homogénea)
m Si f(t) # 0, el sistema esta forzado (EDO particular)

m f (t) fuerza al sistema a alcanzar un valor estacionario determinado
cuando t — oo ENTRADA DEL SISTEMA
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+x(t) = F(t) = X (5) — 7x0 + X (s) = F (s)

dt

1
DX(s)=F = X (s)= F
(rs +1) X (s) = F(s) + mx0 (s) = 7 (F(s) +7x0)
T = tiempo caracteristico del sistema
1
H(s) = = funcién de transferencia del sistema
Ts+1

La solucién se obtiene mediante la anti-transformada de Laplace:

x(t) = L7H{X (s)} = L7 {H(s)F (s)} + L7 {H(s)7x0}

-

respuesta forzada respuesta libre
Usando las tablas de conversién:

x(t) =
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+x(t) = F(t) = X (5) — 7x0 + X (s) = F (s)

dt

1
DX(s)=F = X (s)= F
(rs +1) X (s) = F(s) + mx0 (s) = 7 (F(s) +7x0)
T = tiempo caracteristico del sistema
1
H(s) = = funcién de transferencia del sistema
Ts+1

La solucién se obtiene mediante la anti-transformada de Laplace:

x(t) = L7H{X (s)} = L7 {H(s)F (s)} + L7 {H(s)7x0}

-

respuesta forzada respuesta libre
Usando las tablas de conversién:

x(t) = L7H{H(s)F (s)} + e/ 7xo
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U  Respuesta libre de primer orden

0.9 A
0.8 A
0.7 1

0.6 1

0.5 - En t= T se alcanza el 37% del valor inicial

041 /

0.3 1

x(t) / xo

En t =37 se alcanza el 5% del valor inicial

0.2 1

0.1
0.05

T
1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

t/t
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u

x(t) / xo

Modelado matematico

Respuesta libre de primer orden

La sefial dura mas tiempo al
incrementar 7

+ e_t/TXo

0.9 1

0.8 A

0.7 1

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1

En t= T se alcanza el 37% del valor inicial

/

En t =37 se alcanza el 5% del valor inicial

0.05

T
|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t/t
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U Respuesta forzada de primer orden
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Respuesta forzada de primer orden

x = L@ = e Fe)

La respuesta del sistema depende de f (t):

A
[ | A
mpuiso Ts+1
) A A
Escalén — _—
s s(rs+1)
P s s?2(rs+1)
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Respuesta forzada de primer orden

x = L@ = e Fe)

La respuesta del sistema depende de f (t):

F(s) H(s)F(s) x()

A A

Impul A Zet/T
mpuiso Ts+1 T ¢
A A
Escaldn - — A (1 — e_t/T)
s s(rs+1)
A A
R 2 7 Alt=s(1=et/7
ampa 2 st [t—7(1—et7)]
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U Respuesta a impulso de primer orden

x(t) = ée_t/T
T
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U Respuesta a impulso de primer orden

x(t) = ée_t/T
T

0.1 —— Entrada pulso
—— Salida pulso

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t/t
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U Respuesta a escalén de primer orden

x(t)=A (1 - e—f/T)
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Respuesta a escalén de primer orden

x(t)=A (1 - e—f/T)

En t= 37 se alcanza el 95% del valor inicial

x(t) /A

0.5 - En t = 7 se alcanza el 63% del valor inicial

0.3 4
0.2 A

0.1

0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t/t
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U  Respuesta a escalon con C.I.

x(t)=A (1 - e_t/T> + e tx
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Respuesta a escalén con C.I.

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1

x(t) /A

0.5 1
0.4 1
0.3 1

0.2 1 ~
—— Entrada escalén

0.1 —— Salida escalén, no C.I.
—— Salida escalén, xo/A=0.5

0 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t/t
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U Respuesta a rampa de primer orden

x(t)=Alt—7(1-e)]
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Respuesta a rampa de primer orden

x(t)=Alt—7(1-e)]

x(t) /A
]

—— Entrada rampa
—— Salida rampa

0 1

Modelado matematico

2 3 4 5 6
t/t
Curso 2020-2021
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U Sistemas de segundo orden

d?x dx L
dt2+2(wn —i—w,,x—f()

(5* + 2¢wns + wn?) X (5) = F (s) + (s + 2¢wp) X0 + %o
wp = frecuencia natural del sistema

¢ = amortiguamiento del sistema
1
52 4+ 2Cwps + wp

H(s) =

5 = funcién de transferencia del sistema

La solucién se obtiene mediante la anti-transformada de Laplace:

x(t)=L7HX(s)} = L7H{H(s)F (5)} + L7 {H(s) [(s + 2Cwn) X0 + Xo]}

respuesta forzada respuesta libre
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2= o e { Rt

$2 4+ 2Cwns + wp? 52 + 2Cwps + wp?

~~

respuesta forzada respuesta libre

En los sistemas de segundo orden aparecen dos coeficientes:

m Frecuencia natural w, [rad/s], a la cual x (t) fluctda si no existe
amortiguamiento.

m Coeficiente de amortiguamiento ¢ [—], reduciendo la magnitud de las
oscilaciones de x (t) hasta alcanzar el régimen estacionario.

m Si ( =0, el sistema no estda amortiguado

m Si 0 < (<1, el sistema esta subamortiguado

m Si { =1, el sistema estd amortiguado (amortiguamiento critico)
m Si ( > 1, el sistema estd sobreamortiguado
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Respuesta libre de segundo orden

La respuesta depende del valor del amortiguamiento

(S + 2(&},,) X0 + Xo
52 4+ 2wps + wp?

X(t)libre = ﬁil {

(

} = L7L{H (s) [(s + 2Cwn) X0 + %o]}

(=0 x (t) = x0 c0s (wnt) + -2 sin (wpt)
Wn .
0<(C<1l x(t)=e Swnt [xo cos (wqt) + SwnXo X0 sin (wqt)

W

(=1 x(t) = e 9t [x (1 + wnt) + Xot]
axp + Xp bt bxg + X0 _ ¢
1 f)= 00 bt 0T -2

kC > x(t) 2 b ¢ S b ¢

ma, b= C(w,++/(?— 1 son los polos de H(s) (raices del
denominador)

m wy = wyy/1— (2 es la frecuencia de oscilacién amortiguada
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Respuesta libre de segundo orden

wh=1Hz, x0=1, xo=0.1

— £=0

1.0 —— £=0.25
—— £=05
— £=0.75

0.5 1 —_ 5 1

0.0 1

7 \ ’ \/ \/

_1.0_

0 1 2 3 4 5
t

x(t)
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U  Respuesta forzada de segundo orden

La respuesta depende del valor del amortiguamiento y la variable de
entrada

X () forzads = L7 {H (5) F ()}

F(s) H(s) F (s) x (1)

A

Impulso A
pu §2 4+ 2(wps + wp?

A

Escalé A
Scalon —
5 (52 + 2¢wns + wp?)

0
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U  Respuesta forzada de segundo orden

La respuesta depende del valor del amortiguamiento y la variable de
entrada

X () forzads = L7 {H (5) F ()}

F(s) H(s) F (s) x (1)

A Respuesta libre

| I A .
mpuise 52 4+ 2Cwps + wp? conxg=0,x=A

A

Escalé A
Sscalon —
5 (52 + 2¢wns + wp?)

0
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U  Respuesta forzada de segundo orden

La respuesta depende del valor del amortiguamiento y la variable de
entrada

X () forzads = L7 {H (5) F ()}

F(s) H(s) F (s) x (1)

A Respuesta libre

| I A .
mpuise 52 4+ 2Cwps + wp? conxg=0,x=A

A

Escalé A
Sscalon —
5 (52 + 2¢wns + wp?)

0
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U  Respuesta a escalén de segundo orden

La respuesta depende del valor del amortiguamiento

A
a1
X (t)forzada =L {5 (52 + 2Cwn5 + Wn2) }

(=0 x(t)= 2 (1 cos(wnt)
0<(<1l x(t)= % [1 - ﬁe‘cw"tsin (wgt + cos™! ()]
(=1 x(t)= S -e (1)
A be=at e~ bt
\C>1 X(t)25<1_—b—a+—b—a>

m a, b=C(w,=x+/(?—1son los polos de H(s) (raices del denominador)
B Wy = wpy/1— (2 es la frecuencia de oscilacién amortiguada
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wp=1Hz
0.05 A

0.04

0.03 A

x(t)

0.02 A

0.01 A

0.00 A

T
3
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Respuesta a escalén de segundo orden

La respuesta del sistema queda determinada por una serie de parametros:

o) k
Allowable tolerance
M /\ \{, Y 005
P | N S 2 .
1 : N~ +_/ or
b ro 0.02
ta P |
| I 1
| I I
| | |
05— | | j
| | I I
| | I I
| | I I
| | I I
| | | |
| | I I
| | ] 1
0 1 | o
t
~— 1), —
Ip
- 1y -

Modern Control Engineering - Katsuhiko Ogata
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u

Respuesta a escalén de sistemas de orden 2

tq 6 ty/o: retardo (delay time). Tiempo en alcanzar la mitad del valor
estacionario por primera vez.

t,: tiempo de subida (rise time). Tiempo para alcanzar el valor de la

entrada. En sistemas sobreamortiguados, tiempo en pasar del 10 % al
90 % del valor estacionario.

tp: tiempo de pico (peak time). Tiempo para alcanzar el primer pico
en sistemas subamortiguados.

M,: sobrepaso maximo (overshoot). Cantidad en la que se excede el

valor estacionario.

ts: tiempo de establecimiento (setting time). Tiempo necesario para

que el sistema permanezca en torno a un porcentaje (2% o 5 %) del
valor estacionario.
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u Unidad 2 - Modelado matematico

Sistemas con varios grados de libertad
m Espacio de estados
m Sistemas lineales invariantes
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U  Sistemas con varios grados de libertad

El modelo matematico de un sistema de segundo orden tiene la forma:
X 4 2CwnX 4+ wix = f (t)

donde x es el Gnico grado de libertad del sistema. Generalizando para
casos con mas de un grado de libertad:

Mx + Cx + Kx = F (t)

Donde
m M: matriz de masas
m C: matriz de amortiguamiento
m K: matriz de rigidez
m x: vector de grados de libertad del sistema / espacio de estados
]

F: vector de esfuerzos externos
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Ejemplo
=

— I —

u

o

Definiendo x = {Xl} , F(t)= {f
X2

mix1 + cx1 + k1X1 — k2(X2 — Xl) =f (t)
moXxo + /Qg()(z — )(1) =0

()

0 } el sistema se escribe como:

5 2 E gl B 1)
M C K

M3 + Cx + Kx = F (t)

Modelado matematico
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U  Espacio de estados

La formulacién de un sistema de varios grados de libertad
Mx + Cx+ Kx = F (t)
se puede emplear para generar un sistema de EDOs de primer orden:

x =Ax+ Bu

m Facilita el analisis, simulacién y control de un sistema

m Es mas conveniente para el calculo numérico
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U Eemplo

aX + bx + cx = (t)

Reducida a un sistema de primer orden:

X:{xl}:{k}:{akl-l—bxl-l—o.(g =f(t)
X2 X X2 = X1

(3] [ 1) Lo

x = Ax + Bu
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U Eemplo

miXs + cxg + kixs — kQ(Xb — Xa) =f (t)
maXp + ka(xp — xa) = 0

Reducida a un sistema de primer orden:

(Xl Xa
N EA Gy B
X3 Xp
\ X4 Xp
_—C/ml —(k1—|—k2)/m1 0 kg/ml X1 1/m1
.| 0 0 0 X 0
* 0 ka/mo 0 —ko/ma| | x3 1o (1)}
0 0 10 X 0
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U  Espacio de estados

Transformacién de EDO de segundo orden de coeficientes constantes a un
sistema de EDOs de primer orden de coeficientes constantes.

x = Ax+ Bu

Esta representacién en forma candnica se llama representacion en el
espacio de estados del sistema. Si hay n estados y r entradas:

m A(n x n) es la matriz del sistema: determina la respuesta libre.
m B(n x r) es la matriz de control determina la respuesta forzada.

m x(n x 1) es el vector formado por las variables de estado: aquellas
que conocidas en el instante inicial junto a la entrada del sistema y
el modelo matematico, permiten conocer la evolucién del mismo
para cualquier instante posterior.

m u(r x 1) son las entradas.
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u Salidas del sistema

Tras operar en el espacio de estados, se requiere calcular las salidas del
sistema. Se pueden expresar en funcién de los estados x y las entradas u
como:

y=Cx+ Du

Si hay p salidas, n estados y r entradas:

m C(p x n) es la matriz de salida del sistema: combinaciones lineales
de los estados.

m D(p x r) es la matriz de realimentacién.

Se emplea en calculo numérico.
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u Sistemas lineales invariantes

Un sistema en el espacio de estados sigue la ecuacién:

x(t) = f(x(t),u(t),t)

Si el sistema es lineal:

( -

X1 = _jlalJ()  (£) 4 2= b (1) uic (2)
Yo =300 aj (1) x5 (8) + Dhq bok (t) uk (1)
Xioo= 300 a (1) x5 (€) + 2oy bi (t) u (1)
X =300 i (1) (€) + gy bi (t) u (1)

Si los coeficientes de A y B son constantes, el sistema es invariante:

k:A(t)x(t)+B(t)u(t)%k:Ax(t)—i—Bu(t)
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u Resolucion

Hallar x (t) = f(xo, u, A, B) que sea solucién de x (t) = Ax (t) + Bu(t).
Mediante el método del factor integrante:

e Atx(t) — e MAx (t) = e M Bu(t)
% (e’Atx(t)) = e A'Bu(t)
/Ot diT (e_ATx(T)) dr = /Ot e " Bu(r)dr

La parte izquierda se puede resolver como:

/0 t di’T (e x(r)) d7 = [e*ATx(T)}; — e My (1) — xo

y por tanto, x (t) = e*txq + [y "7 Bu(r)dr
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u Matriz de transiciéon

La matriz ~(t) = eAf se emplea para estudiar el transitorio del espacio de
estados x (t) y de la evolucién de la sefial acorde a la entrada w.
Si la exponencial de un niimero se aproxima a una una serie de potencias:

t— 14 at

at)? at)” ° (at)’
COSMINCIS Ch

Para una matriz A cuadrada:

A2t2 Aren IS At
M=l AE T e T =)

Los lenguajes de computacién cientificos proveen de funciones que
implementan algoritmos numéricamente estables para el calculo de la
exponencial de una matriz: Python (scipy.linalg.expm), MATLAB
(expm), Julia (exp).
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Escalar

Matriz

H:l+ah%§f+“.

=1
e—at — 1/eat
ea(t1+t2) — eatl eatz

et(31+32) — eta]_ etaz
%(eat) — et
f ea‘rd,r _ ( at 1)

Modelado matematico

A= AE+ A
AO:I

—At At —1
e A = (™)

eA(t1+t2) _ eAt1 eAtz

etlArthA2) — othiothe (s6lo si Aj Ay = ArA;)
%(eAt) — AeAt
Jo e*dr = A71(eM — 1) = (At — 1)A7?
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u Unidad 2 - Modelado matematico

Sistemas discretos
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u Sistemas discretos

Si en lugar de tener un sistema continuo
x(t) = Ax (t) + Bu(t)

t
x (t) = e*txg + / A By (7) dr
0

se tiene un sistema discreto del que se conocen las entradas u(tx) = g
en diferentes instantes t;, equiespaciados por un tiempo At y se quiere
conocer la respuesta del sistema en dichos instantes, se puede aprovechar
la solucién de un sistema lineal invariante mediante el método del factor
integrante:

tit1

Xpq1 = eBx; +/ AT Bu (7)) dr

ty
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u Sistemas discretos

A tit1 A
X1 = eBPEx; +/ AN By (1) dr
tk

Asumiendo, que mientras no medimos la sefial de entrada
(tk < T < txy1), ésta permanece constante (interpolacion zero-hold)

tt1
Xki1 = eMx, + (/ eA(tk“_T)dT) Buy
Ty
t
/ o eA(tk+1_T)dT = —A_l |:eA(tk+1_T)] et = A_l (eAAt — /)
ty tk

X1 = eMPix + AL (eAAt - I) Buy
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u Unidad 2 - Modelado matematico

I Sistemas no lineales
m Aproximacién de sistema no lineal
m Punto de funcionamiento
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Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

Modelado matematico Curso 2020-2021 62/66



u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad

m Un sistema lineal se compone de términos lineales
m Variable x con constantes: Cx
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad

m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad

m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad

m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?

y =3x+7mx
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad

m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?

y =3x+7mx Si
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?

y=3x+nx Si y=sin(x)
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?

y =3x+7x Si  y=sin(x) No
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
y =3x+7x Si  y=sin(x) No
3
y=-++ e_\/;
X
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
y =3x+7x Si  y=sin(x) No
3
y=—-+ e V¥ No
X
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
y =3x+7x Si  y=sin(x) No
3
y=>4e V¥ No y=3%x—2kx+x+10
X
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
y =3x+7x Si  y=sin(x) No
3
y=>4e V¥ No y=3%x—2kx+x+10 Si
X
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u Sistemas no lineales

Sistema lineal

m Un sistema es lineal si satisface la propiedad de linealidad
m Un sistema lineal se compone de términos lineales

m Variable x con constantes: Cx
m Derivadas de la variable x con constantes: C1x, CoX. ..

iSon estos sistemas lineales?
y =3x+7x Si  y=sin(x) No
3
y=>4e V¥ No y=3%x—2kx+x+10 Si
X

i Qué hacer ante un sistema no lineal?
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U Aproximacion de sistema no lineal

1.0,
—— y(x) no lineal
08l m Término e™*
0.6
b
U]
1
X
>
0.4+
0.24
0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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=X

y(x)

Aproximacion de sistema no lineal

— y(x) no lineal

e Pto. funcionamiento xq

---- Recta tangente en xq

m Término e~

m Punto de funcionamiento xg
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m Término e~

m Punto de funcionamiento xg

m Expresion lineal en torno a xp

— y(x) no lineal
e Pto. funcionamiento xq
---- Recta tangente en xq
0.8 -=== y(X1)=y(Xo)+Ay1
\\
%

0.6 N\
x N
1 \
) N
1 A\
— \
X N\
X

0.4

\
\\
0.2
\
0.0 >

0.0 0.5 1.0

Modelado matematico

3.0
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con nueva

variable Ax = x — xg

Yot dy(x)| A,
dx o

e 0 — e AX
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U Aproximacion de sistema no lineal

1.0
— y(x) no lineal
e Pto. funcionamiento xq
---- Recta tangente en xq . . _
0.8 e y(x)=Y(xo)+AY: m Término e~
--—- y(X2)=y(Xg)+A . .
N yPQImYiX a2 m Punto de funcionamiento xg
m Expresion lineal en torno a xp
06{ .
Y con nueva variable Ax = x — xg
L} \‘\\
= 3 dy(x)
> ~
0.4 y(x) ~ yo + Ax
dx
X0
e e —e0Ax
0.2
m Ax muy elevados introducen
error en la prediccion
0.0 >

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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u Sistema de ecuaciones linealizado

Re-escribir las ecuaciones en x(t) para Ax(t) a partir de la expresién del
espacio de estados

x(t) =f(x(t),u(t),t)
x (t) = Ax (t) + Bu (t)
Ax(t) = (Ax(t) u(t),t)
Ax(t) = AAx(t)+ B'Au(t)
donde
,_ Of(x(t),u(t), 1) ,_ Of(x(t),u(t), 1)
S 0 A O

El punto de funcionamiento viene dado por xq, ug
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u Sistema de ecuaciones linealizado

El procedimiento anterior se puede simplificar actuando término a término
de cada ecuacién:

m Sustituyendo las variables por sus incrementos si el término es lineal
m Despreciando los términos con valor constante

m Si un sumando depende de una sola variable x, se sustituye por

df (x (t))

o () Ax(t)

pf

m Si depende de mas variables, se sustituye por:

Of (x1 (t),x2(t),...,xn(t))

Of (x1 (t),x2(t),...,xn(t)) _
; ax; () o Axi () = x1 (1) o Axa ()
OF (x1 (£) %2 (£) 5+ s 5xn (£)) OF (xa (£) 2 (£) 5+, xn (£))
* 92 (1) P 5 (1) Maall)

Modelado matematico Curso 2020-2021 65/66



u Punto de funcionamiento

Periodo de tiempo durante el cual los estados y las entradas no varian

Calculo del punto de funcionamiento en x (t) = f (x (t),u(t),t)
Se define el punto de funcionamiento xq, ug
Se sustituye en el sistema xo = f(xo, ug, t)
Los términos que dependan de t se anulan (asociados con u (t))

Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas
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u Unidad 3 - Modelado Mecanico

Introduccién
Sistemas mecanicos de traslacién lineal
Sistemas mecanicos de rotacién plana

Sistemas mecanicos combinados
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u Unidad 3 - Modelado Mecanico

Introduccién
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u Introduccién

Un sistema mecanico es aquel en el que el almacenamiento, transferencia
y disipacién de la energia vienen dados por las leyes de Newton.

m Su comportamiento se describe mediante vectores de posicion,
velocidad y fuerzas o momentos

m Se modelan mediante parametros concentrados ideales: cada uno
posee una unica propiedad con respecto la energia del sistema

m Almacenamiento de energia mecanica como energia cinética
(movimiento) o elastica (deformacion)

m Disipacién de energia por friccion

Flujo f Esfuerzo e Desplazamiento q Cantidad de movimiento p
Mecanico lineal Vel. lineal v Fuerza F Posicién x C. de mov. lineal p
Mecanico angular Vel. angular w Momento M Giro 6 C. de mov. angular L
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U  Modelo energético de sistemas mecanicos

Un sistema mecanico se modela a partir de las interacciones energéticas
de sus elementos
m Estudia cémo varia la energia a través de los elementos
m No tiene por qué parecerse fisicamente al sistema mecanico
m Un elemento del sistema se descompone en uno o mas elementos en
el modelo
m Parametros concentrados: geometria, materiales, condiciones de
operacion. ..
m 6 grados de libertad: desplazamientos lineales x y rotaciones 6
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u Unidad 3 - Modelado Mecanico

Sistemas mecanicos de traslacién lineal
m Masa
m Resorte
m Disipacién
m Ejemplos de aplicacién
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u

Sistemas mecanicos de traslaciéon lineal

m Desplazamientos en linea recta (1D)
m No se consideran las rotaciones de los elementos

m Comportamiento viene dado por desplazamiento x, velocidad v y
fuerzas F

m Elementos concentrados pasivos: no introducen energia, sélo la
almacenan o disipan

m Cada elemento en el modelo esta compuesto por una ley constitutiva
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En el sistema:
m Propiedad inherente a todos los F X
. m —_—
elementos del sistema
m Ley constitutiva: conservacién de
la cantidad de movimiento lineal
dv dx ..
F=m— = m— = mx
dt dt F X
e m B —

En el modelo:

m Particula / Sélido rigido (si hubiese rotacion).
m Almacenamiento de energia cinética y energia potencial
AE=W = [Fdx = %mHvH2 + mgAh
m S6lo se consideran las masas que tienen un papel relevante en el flujo de

energia
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u Resorte

En el sistema: lo [ X

m Muelles y otros elementos con
deformaciones elasticas por
traccién/compresion

m Ley constitutiva: ley de Hooke F
F [ -
F = k(x2—x1) = kAx s
En el modelo: . lo Ax .
m k: rigidez del elemento [N/m] - | V/]—

m F es la fuerza aplicada sobre el muelle [V].
1
m Almacenamiento de energia potencial elastica E = [ Fdx = 5l<||x|\2

m S6lo los elementos que tienen un gran papel en el flujo de energia

m Vibraciones: transformacién energia cinética <> elastica
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Recordemos que se trata de un elemento de modelado para representar
efectos elasticos.
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U Eiemplo resortes: serie y paralelo

Calcular la rigidez equivalente (ke) de los siguientes sistemas:

k1

kl kz kg
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U Eiemplo resortes: serie y paralelo

Calcular la rigidez equivalente (ke) de los siguientes sistemas:

F = k1X1 = k2X2

F = ke(x1 + x2) = kex

1 _ 1 n 1
ke ki ko ky
x
T T2 F
F
e
kl kz kg
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U Eiemplo resortes: serie y paralelo

Calcular la rigidez equivalente (ke) de los siguientes sistemas:

F = ke(x1 + x2) = kex F = (ki + ka)x = kex
r_1.1 ke = (k1 + k2)
ke ki ko k
X
T T2 F
F
—
ky ks 'y
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U Disipacion

La energia contenida en un sistema se disipa como calor mediante:
m Esfuerzos viscosos de un fluido

m Esfuerzo cortante entre sélido - fluido - sélido
m Esfuerzo por sélido en el seno de un fluido

m Rozamiento entre superficies sélidas

m Deformacién plastica
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U Disipacion viscosa

En el sistema:

lubricadas

m Pistones perforados, superficies 2

m Ley constitutiva:
V F
X |
F = b(va—v1) = b(2 — %) 1L —

En el modelo: F

m b: constante de amortiguamiento

[N-s/m]
F X
m Disipacion de energia E = [ Fdx — -
m Se consideran los elementos con
una disipacién importante en el
sistema ST77777777777

m Aplicado a flujo por orificios,

ﬁl\l/lto';i?eg’dg%ggélﬁliggos e Curso 2020-2021 13/58
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u Fuerza de arrastre

m Todo cuerpo que se mueve en un fluido estd sometido a una serie de
fuerzas debidas a dicho movimiento relativo.

m Esa fuerza tiene su origen es distintos fenémenos fisicos como la
viscosidad o las diferencias de presiones en distintas regiones.

m Por conveniencia, la fuerza F que el fluido ejerce sobre el cuerpo se
descompone en una componente paralela al movimiento D (arrastre)
y una perpendicular L (sustentacién).
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u Fuerza de arrastre

La fuerza de arrastre D siempre se opone al movimiento. Esta fuerza es
una funcién de la velocidad, del tamafio del objeto y del fluido en el que
esta inmerso. Para objetos “grandes”, moviéndose “rapido”, D o V?:

1
D = f(V, tamafio, forma, fluido) = EpV25CD

m p: densidad del fluido [kg/m?]
m V: velocidad del sélido [m/s]
m S: superficie del sélido [mz]

m Cp: coeficiente de resistencia
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Fuerza de arrastre: expresion

m ;j Qué quiere decir que un objeto sea “grande” y que la velocidad sea
“suficientemente rapida™?

m En Mecanica de Fluidos, los pardmetros adimensionales en las
ecuaciones de Navier-Stokes permiten despreciar unos fenémenos
fisicos frente a otros.

m Estos parametros dependen del tamafio, la velocidad y el fluido.

m Para un “objeto grande y velocidad suficientemente rapida”, en rigor,
se dice que el nimero de Reynolds es alto.
m p: densidad del fluido [kg/m?]

p fuerzas viscosas m L: longitud caracteristica del cuerpo [m]

m /. viscosidad del fluido [kg/ (s - m)]

Re =
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https://www.grc.nasa.gov/www/K-12/airplane/dragsphere.html
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u Velocidad limite

Velocidad que alcanza un cuerpo en el seno de un fluido cuando el
arrastre es idéntico a la fuerza aplicada.

i Te atreves a estimarla en estos dos casos? Primero, se necesita estimar
Re
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u Velocidad limite

Velocidad que alcanza un cuerpo en el seno de un fluido cuando el
arrastre es idéntico a la fuerza aplicada.

i Te atreves a estimarla en estos dos casos? Primero, se necesita estimar
Re

1 1
Re:1x0,01><0,01_ Re — x 30 x 1,5

= — 2,25 x 10°
0,00002 0,00002 29210
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u Velocidad limite

Velocidad que alcanza un cuerpo en el seno de un fluido cuando el
arrastre es idéntico a la fuerza aplicada.

i Te atreves a estimarla en estos dos casos? Primero, se necesita estimar
Re

1 1
Re:1x0,01><0,01_ Re — x 30 x 1,5

= — 2,25 x 10°
0,00002 0,00002 29210

Y bastaria con sustituir en su expresion D = W
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u Fuerza de rozamiento

Causada por dos superficies en contacto. El modelo mas simple es el de
Coulomb:

m Se emplean coeficientes de rozamiento
m Fuerza opuesta al movimiento

m Coeficientes estaticos y dinamicos

]

Dificultad de implementar matematicamente en sistemas de 22 orden
(oscilaciones)

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=58745249
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u Modelo de Coulomb

m Segin el modelo de Coulomb,
depende de un coeficiente de
friccion entre los dos materiales
(1) y de la fuerza normal (N) a
la superficie en contacto.

F=uN

m Una vez que comienza el
movimiento es habitual
diferenciar entre el coeficiente
de friccion estatico (us) y
dinamico (fqg).
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Rozamiento estatico y dinamico

m Cuando F < usN, la fuerza de friccion tiene la magnitud de las
fuerzas externas aplicadas y sentido contrario. No hay movimiento.

m Cuando se alcanza F = ug/N, comienza el movimiento.

m A partir de ese momento la fuerza de friccién tiene como médulo
F= ,udN

Fa
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u

Coeficientes de friccién

Materiales T d  fbr
acero-acero 0.7 0.6 0.001-0.002
vidrio-vidrio 0.9 0.4

teflén-acero 0.04 0.04

caucho-hormigén 1.0 0.8 0.01-0.02

iy, friccion por rodadura

Desde el punto de vista ideal, la fuerza de rozamiento en una rueda que no
desliza no realiza trabajo porque es perpendicular al desplazamiento si el
contacto es puntual y porque la velocidad relativa entre el punto de
contacto y el suelo es 0. Sin embargo, en la realidad, la rueda se deforma 'y
existe una fuerza que frena el movimiento y desgasta la rueda que se puede
modelar.
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U Eemplo: modelo de un dinamémetro

m Al afadir una masa en el extremo
del muelle se producen oscilaciones

m Estas se detienen hasta alcanzar el
equilibrio estatico

m Disipacion a lo largo del muelle

=
¢4 0 @ ¢
k C
Modelo matematico »
i Qué ecuaciones definen el
problema?
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Modelo matematico de un dinamdémetro

FkT TFC .

Definir variables de estado: x (t)

Diagrama de cuerpos libres: buscar
elementos que posiblemente se mueva

m Almacenamiento de energia de la masa:

X .
mx = > F;
m Incluir fuerzas aplicadas sobre la masa:
m F; <0 sivaen contra de x
Fk¢ *Fc m F; > 0 siva a favor de x

Agrupar los términos convenientemente
T F. para resolver por Laplace:

‘ m% + bx + kx = mg

¢ o por espacio de estados:
W .
x = (x1,x2) = (x,x)
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U Eiemplo: oscilaciones sobre equilibrio estatico

Definiendo x =z +dg, Z=x, Z = X

m Equilibrio de fuerzas:
mz + cz+ k(z+ dp) = mg
m Condicién de equilibrio estatico:

kdg = mg

m Perturbaciones alrededor de la
condicién de equilibrio zg, Zo:

mz+cz+kz=0

. C. k
Z+—z+—2z=0
m m
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Modelo de un dinamémetro

Modelado Mecanico

m Transformada de Laplace con
condiciones iniciales nulas

<52+’:s+’l;>X(s):

m Parametros caracteristicos wp, y ¢

G (s)

m Expresion de X (s)

1 G (s)

X()= 5 5. %
24+ bsp km

lg 1

s ms2 + 2(wns + wn?

m Expresion temporal de x (t) segan ¢
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U Eiemplo: masas conectadas

Hallar:
m Ecuaciones diferenciales
m Matriz de transferencia
m Transformada de Laplace de posicién de my y mo

m Representacion en el espacio de estados
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U Eemplo: masa tirada de muelle

Hallar:
m Ecuaciones diferenciales
m Matriz de transferencia
m Funciones de transferencia Xi (s) /X, (s), X2 (s) /Xin (s)
|

Representacion en el espacio de estados
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u Unidad 3 - Modelado Mecanico

Sistemas mecanicos de rotacién plana
m Inercia
m Resorte de rotacion
m Disipacién viscosa
m Ejemplos de aplicacién

Modelado Mecanico Curso 2020-2021
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u

Sistemas mecanicos de rotacion plana

Empleado en disefio de maquinas rotatorias (no hay limite en giro)
Rotacion plana sobre un tnico eje
No se consideran desplazamientos lineales

Comportamiento viene dado por angulo 6, velocidad angular w y
momentos M

Sistema analogo al de traslacién, aunque algo mas dificil de
conceptualizar

Cada elemento disipa o almacena energia
Disipacion por friccién entre superficies es despreciable

Distintos sistemas fisicos se modelan de forma analoga
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u Inercia

En el sistema: M ]
m Propiedad de un cuerpo al girar sobre ~ —> >
un eje

m Se define por su momento de inercia /

m Ley constitutiva: conservacion de la
cantidad de movimiento angular

m—19° 199 _ s

(O
dt — dt '#‘ )
En el modelo: @9\

m Soélido rigido

m Almacenamiento de energia cinética E = MO = 106

m Sélo se consideran las inercias que tienen un gran papel en el flujo de

energia
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u Inercia de sdélidos
m Masa puntual | = md? m Cilindro macizo I = %mR2
m
m Teorema de Steiner o de de los m Cilindro hueco | =

ejes paralelos: momento de
inercia con respecto un eje
paralelo a una distancia d

| = /cuerpo + md?
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u Resorte de rotacion

En el sistema: 0, 0,
m Muelles, barras sometidas a M M
torsion - —_

m Deformacion elastica

m Ley constitutiva:

M = k (6, — 61) = kA8 él (

N
En el modelo:

m k: rigidez del elemento a torsion [N - m]

1
m Almacenamiento de energia de deformacién E = [ Md@ = 5"”9“2

m Sélo los elementos que tienen un gran papel en el flujo de energia
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U Rigidez a torsién

La rigidez de un eje se puede calcular como k = %

m G rigidez a cortadura [GPa3].
m L longitud del eje [m].

m J momento polar de inercia de la seccién transversal [m4].

Tmax : Tmax
N — r
AV N7
l
/> AN
_‘
Seccién circular maciza J = %m‘?‘L Seccién C|rcu|ar hueca

J=1Lir(R* -1
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U Disipacion viscosa

En el sistema:

m Esfuerzo cortante entre dos
sélidos que rotan sobre el

6,
mismo eje M C
-

m Ley constitutiva:

|
|=

M:b(wg—wl):b(ég—él)

En el modelo:
m b: constante de amortiguamiento [N - m - s]
m Disipacion de energia E = M6
m Se consideran los elementos con una disipacién importante en el
sistema
m Elementos con pérdidas de energia, de soporte estructural y
transmisiones de momento
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m Soporte estructural m Transmisién de momento

m Movimiento relativo a la maquina
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U Eemplo: péndulo

m Masa puntual m unida a apoyo con
barra de masa despreciable de longitud
L

m Cojinete en apoyo: pérdidas con
coeficiente de amortiguamiento b

m Momento aplicado sobre la masa

Variables de estado

Direccién de giro

Modelo matematico

i Qué ecuaciones definen el
problema?

Diagrama de cuerpos libres

Ecuaciones por cada masa-inercia-nodo

Resolver el modelo
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matematico de un péndulo

T Mgravedad
b .
M, —> - | -
M, M, M
0
<t
m Sobre la inercia (masa puntual) m Aproximando senf ~ 6§ para

. angulos pequefios
10 = Mp+ M (t) - Mgravedad

! _ o B
mL26 = —bl — mgLsend + M (t) mL0 + bl + mglt = M(t)
mL26 + b + mglsend = M (t)
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aerogenerador

Veleta + Anemdmetro

Generador

Géndola
Multiplicador

Cables

i Cémo modelarlo?

Modelado Mecanico Curso 2020-2021 40/58



U Hipotesis en aerogenerador

El aerogenerador se compone de palas, eje, caja de reductoras, generador.
i Qué hipétesis se pueden plantear en este sistema para construir nuestro
modelo?
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U Hipotesis en aerogenerador

El aerogenerador se compone de palas, eje, caja de reductoras, generador.
i Qué hipétesis se pueden plantear en este sistema para construir nuestro
modelo?

m Las propiedades masicas de las palas se modelan con su momento de
inercia f;

m Se asume conocido el momento aerodindmico que ejerce el viento
sobre las palas (M,)

m El eje de baja velocidad estd sometido a torsién plana y con rigidez
GJ/L

m En condiciones nominales, la disipacion del sistema se concentra en
el cojinete hidraulico tras la caja multiplicadora (pérdidas en
transmision despreciables)

m El generador tiene un momento de inercia b y requiere de un
momento M, conocido para producir energia eléctrica
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U Eiemplos de aplicacién

El modelo con dichas condiciones es el siguiente:

GJ/L
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U Eiemplos de aplicacién

Se elige el sistema de referencia inercial cuyo eje x tiene la direccion del
eje del generador y el sentido del giro de las palas.

GJ/L

M, M
s C b <

X ()

El estado del sistema viene dado por dos variables de estado: 61 y 65.
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U Eiemplos de aplicacién

Aislamos los diferentes elementos:

Mm = % (92 — 91) Md - _b92
> M, <—! S——— °o— >
M. | M | 57 M
<< m_, :%m ! 2 :
| | E'V'dl b I (:
e | |

Las ecuaciones en los nodos 1 y 2:

h0, = T (92 — 91) + M, (t)
m (01,02 =f(M,(t), Mg (t))?

i} GJ .
bty = - (02 — 01) — bl — M (t)  m Espacio de estados
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u Bonus track

iY si se consideran las pérdidas en la caja multiplicadora?

GJ/L

—>> I, <—

m Espacio de estados
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u Unidad 3 - Modelado Mecanico

Sistemas mecanicos combinados
m Resolucién
m Elementos de transmisién
m Ejemplos de aplicacién

Modelado Mecanico Curso 2020-2021
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u Sistemas mecanicos combinados

m Traslacién y rotacién suelen ir combinados en sistemas mecanicos

m Es posible encontrar combinacién traslacién-traslacion o
rotacién-rotacién
m Transmisién de flujos y esfuerzos de un subsistema a otro mediante
elementos de transmisién
m Palanca
m Engranaje
m Pifién y cremallera
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u Resolucion

m Elegir un sistema de referencia inercial para plantear las ecuaciones

m |dentificar y aislar los distintos elementos que representaran la fisica
del modelo

m Definir las variables que determinan el movimiento

m Desarrollar las relaciones de transmisién entre elementos

m Representar las fuerzas y momentos actuando en cada uno de los
elementos aislados aplicando sus leyes constitutivas

m Aplicar las leyes de conservacién a cada nodo

m Combinar las ecuaciones para despejar las variables de interés
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u Palanca

m Traslacién-traslacion
m Relacién giro

X1 X2

p="1-2
sen Ll L2

m Si no existen pérdidas, la transmisién del trabajo es Fix; = Foxo

F L
m Relacién de fuerzas F; = L—j

m Equilibrio de momentos sobre el eje O: [pf = > M;
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U Engranaje

m Rotacién-rotacion

m Correas de transmisién o
engranajes

m Relacién desplazamiento

X1 = X2 — R101 = R202
N161 = N26> (R; = N;A)
N es el namero de dientes y A su tamafio.

m Si no existen pérdidas, la transmision del trabajo es M0, = M»0,

M N
m Relaciéon de momentos Vz = ﬁl
m Equilibrio de momentos en engranaje conducido (2):
R Ny
hO; =M, = —M; = ——M
20> 2=, M= M
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m Transmisién M/_A 5
rotacion-traslacion

m Relacién de ligadura

x = RO
Fe

m Traslacién sin deslizar

m En el punto de contacto existe una fuerza de accién reaccién F,
entre el pifién y la cremallera Fpc = —F¢p

m Si no existen pérdidas, la transmisién del trabajo es MO = F.x
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U Eiemplo: equilibrio de una plataforma

m Apoyada en su centro (de masas)
L2
lo = m—
°©="n

m Posicién inicial en § =0

Determinar

m Ecuacién del modelo en funcién del desplazamiento

I:] m Plataforma de longitud L, masa m
b

m Ecuacién del modelo en funcién del giro
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Sistema de referencia y cuerpos libres

m Giro antihorario

m Fuerzas de elementos:

Fk = kX2

Fr = bxy
m Relacion de giro
senf = L =2
L, L

Equilibrio de momentos causados por las reacciones de la barra:

10 = —Fpdy — Fids
10 = —bxqL1cosO — kxoLocosO
10 + bxqLicos® + kxaLycost) = 0
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Xx; =~ L;senf

x; =~ Lifcost
X ~ L; (écos@ — ézsen0> ~ L,-écos@
Sustituyendo en el equilibrio de momentos

16 + bL1%60 + kL2%0 = 0

L5+ blyx +k—L22x -0
Ll 1 1X1 L1 1=

I . L%

ot b o 4 kloxy =
L 2 + L, X0+ kloxo =0

Modelado Mecanico Curso 2020-2021
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Ejemplo: engranaje unido a eje

m Inercia de engranajes
despreciable Determinar

m Eje de entrada 0 rigido m Ecuacién del modelo
m Engranajes de radio Ry, R»
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U  Sistema de referencia y cuerpos libres

m Relacién desplazamiento:

R101 = Rx0>

k > 01 = 0Oin
6, M.

m Esfuerzos de elementos:

— -<— > <—
b Md'l MdZ b
My = k (0 — 02)

My, = b (0’ _ o)
My = b (o . 9’)
16 = —Mpm — Mgy + Ma»
10 = —kO + kO — 2b0
. . R R
16+ 2b0 4+ kO = kfly = k—20;, = k—0,,
R, R,
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U Eiemplo: masa conducida por eje

Determinar

m Ecuacion del giro del eje

m Eje motor fijo y rigido
m Masa unida a eje por pifién de radio R

y cremallera m Ecuacién del

desplazamiento de la
masa

m Disipacién viscosa sobre superficie
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u Resolucion

m Fuerza de contacto
empuja la masa

X M
<_ c
M. ) " m Elementos
-— E_ Fe
==, : My = b,(0 )
b,
! Mc = F.R
Fp = bx
Eje Masa
10 = Mip + My — M, mi = F. — Fp
16 = M, + b6 — F.R mix = Fc — bx
Movimiento eje y masa:
(I+mR?) 6+ (b, + bR?) 6 = M;,
/ . b :
<§+mR>X+ (ﬁr+bR>x: M;,
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u Unidad 4 - Modelado Fluido

Introduccién
Tipos de sistemas fluidos
Leyes de conservacién

Ejemplos de sistemas fluidos
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u Unidad 4 - Modelado Fluido

Introduccién
m Sistemas fluidos
m Modelado sistemas fluidos
m Caracteristicas de un fluido
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u Sistemas fluidos

Aquellos en los que se emplea un fluido para almacenar y transferir
energia.

m Se caracterizan mediante la cantidad de masa en un punto y el flujo
de la misma gracias a las diferencias de presiones dentro del sistema

Fluido confinado en depésitos y conductos

Requieren menos partes méviles que los sistemas mecanicos

m Transferencia de esfuerzos mediante presién, ideales en actuadores
mecanicos

Son mas seguros y econémicos que los sistemas electromecanicos

Almacenamiento de energia (potencial gravitatoria, compresién y
cinética)

Flujo f Esfuerzo e Desplazamiento q Cantidad de movimiento p

Sistema fluido Gasto masico m Presién p Masa m C. de mov. de un flujo I'
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u Modelado sistemas fluidos

m El modelado de un sistema fluido al detalle requiere de
conocimientos de Mecanica de Fluidos, y es bastante costoso
m El modelado macroscépico es mas simple al:

m emplear leyes de conservacién
m relacionar las magnitudes fisicas del sistema con los esfuerzos y flujos

statitc pressure
o
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il Definicion de fluido

Sustancia que se deforma continuamente al aplicarse un esfuerzo cortante

sobre él
Gases Moléculas pequefias y separadas a gran distancia. Tienden a
ocupar todo el espacio disponible. Facilmente compresibles.

Liquidos Moléculas de mayor tamaiio, separadas a menor distancia.
Ocupan un volumen finito. Baja compresibilidad. Forman

interfases entre si.
=F/S —> =F/S —>

Fluido

5/56
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U Propiedades de un fluido

Densidad p [kg/m?] Coeficiente de expansion térmica «v [1/K]

Masa por unidad de volumen en  Cambio relativo del volumen fluido ante
unas condiciones conocidas de una variacién de la temperatura
presién y temperatura

10p

m =
_m pOT
P=v

Médulo de compresibilidad 5 [Pa]

Presién necesaria para disminuir en  Velocidad con la que se transmite

una unidad el volumen fluido una onda de presién en el fluido.
dp
a pOﬁTﬂ C = é
p
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U Propiedades de un fluido

Viscosidad p [Pa - s]

Resistencia que ofrece el fluido al esfuerzo 7 = ,u%—g

m Forma dinamica v = u/p [m?/s]

m Depende de la temperatura = f (T)

m Fluidos Newtonianos (x # f (7)) y no Newtonianos (u = f (7))
m Influencia en tipo de flujo Re = pUL/p

P A—— T
fffffffffff , 0,001

JPEREEREEEEEEE e U—>» Agua

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Aire 0,0000174
Aceite de motor 0,287
yT Miel 10
B s Plomo-Bismuto 0,002
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U Propiedades de un fluido

Calor especifico C [J/ (kg - K)]

m Calor que requiere un fluido con masa unitaria para incrementar su
temperatura un grado

m Definido a volumen C, 6 presion constante C,

m Depende de la temperatura C =1 (T)
v>1 Gases

m Coeficiente de dilatacién adiabatica v = ¢,/c, {

l

v~ 1 Liquidos

Modelado Fluido Curso 2020-2021 8/56



u Unidad 4 - Modelado Fluido

Tipos de sistemas fluidos
m Sistemas neumaticos del avién
m Sistemas hidraulicos del avién

Modelado Fluido Curso 2020-2021 9/56



U  Tipos de sistemas fluidos

En funcién del fluido empleado:

Neumaticos El fluido de trabajo es un gas. Las variaciones de presién
del mismo afectaran a la densidad a través de las leyes de
gas utilizados (en general, ley de gas perfecto).

Hidraulicos El fluido de trabajo es un liquido que consideraremos
incompresible o de compresibilidad baja (efectos de médulo
de compresibilidad). Su modelo relaciona variaciones de
volumen con las variaciones de presion/fuerzas externas.
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u

Diferencias entre sistemas fluidos

Control: retardo en respuesta de sistemas pneumaticos por
compresibilidad.

Temperatura de trabajo: los gases pueden trabajar a mayores
temperaturas

Potencia fluida P = Ap - Q: en sistemas mecanicos con grandes
fuerzas, es conveniente emplear liquidos antes que gases
(presurizacion muy elevada).

Sellado de instalacién:

Neumaticos Contaminacién de gas o pérdidas por fugas
Hidraulicos Las pérdidas son mas sucias y hay riesgo de incendios

Ruido: los sistemas hidraulicos son més ruidosos

En aeronautica, dependiendo del sistema se utilizan unos u otros.
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u Sistemas neumaticos del avidn

m Emplean gases obtenidos durante la operacién del avién

m Un turbofan es un generador de gases presurizados muy eficiente,
muchos sistemas del avién toman aire sangrado del motor

m Calentamiento y presurizacién del aire
en cabina
m Sistema de arranque de los motores

m Sistema antihielo (zapatas o
calentamiento)

m Presurizacién de acumuladores

m Accionamimento de bombas del
sistema hidraulico

m Instrumentacién (pitot)
m Sistemas VTOL

Modelado Fluido Curso 2020-2021 12/56



U Sangrado de aire de turbofan

Presion Dinamica (> - - - - S:ilmr}r)istro APU
e Tierra

1
Fan i : @ @
1
Arrancador — =] :
' '
] 1 .
= - ' '
N I | ==
HPC \. 4_:—_]_,7] ST ‘ Al otro motor
\ So o / ' Servicios de Aire
y Sistema Anti-hielo
Pre—enfriador Presurizacion,

Paquete de Aire Acond.

Figurce 7.2: Esquema simplificado del Sistema Neumdtico

El aire a presién puede provenir, ademas del motor, de compresores, APU,
fuentes en tierra.
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Sistema de sangrado de aire

Systems Cemeral Review Uain Systems General Review

T A DB tir Systems
Bleed Air System Duing eyeiens ey on tha bleed s
el o ¢ ToPeck oe ope .
Alr for the bleed air sys Vave Inolation Vaive Vahew j. conditioning/pressurizatio
th engines, APU, or an axiermnal e Ving and engine thermal anti-icing
- Engine starting
The AP o extarmal cart supples aif 10 the Hy rearvsi pa—
blved air duct prior 1o angin start. Afler engine o s yciesnil Mo pras—iestn
et n otk praseuriaton
Pessae
Sensin

Comnecinn

= Tyl s 4=
Firservons
=i To Potabis . -ol‘:::""'"“'“‘

e frp Somary

lemperdiae  Presme

APU Bieed
A vave L]

amy
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u Sistema antihielo en ala

ADVERSE EFFECTS TO FLIGHT

REDUCED
- THRUST

-
- 2 \
INCREASED ¢ '
WEIGHT =l

El hielo se acumula en la superficie de la aeronave, influye en el vuelo y en
la seguridad
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u Sistema antihielo

Bleed Air Manifold

TAl Gom—\
Leading Edge !
Slat Nose
Section

Air
Outlet TAI Manifold

TAI Press Rag
& Shutoff Valve

Z\ Tube
Air Exhaust

Spray Tube Cross Section (Typical)

N i —Ted : 761
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u

Sistema antihielo en avién

Pneumatic shutoff valves
Vacuum regulator
Engine P bleed air source

Engine P; bleed air source
Bleed air flow control unit
|
Deice boot

Bleed air flow control unit

Deice boot

Brake deice valve
Brake deice valve

Pneumatic control assembly

Deice boot Beicelogy
= Pressure

mmm \/acuum

w=aamar Pressure or vacuum

Modelado Fluido

Curso 2020-2021
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b

DIFFUSER CASE
REAR COMPRESSOR CASE

INTERMEDIATE COMPRESSOR CASE

FRONT COMPRESSOR CASE

PRESSURE REGULATOR

SHUTOFF VALVE

TURBINE

COMPRESSOR

AIR INLET

TURBINE EXHAUST DUCT

COMPRESSOR SURGE VALVE AND EXHAUST DUCT
CHECK VALVE

ENGINE STARTER SHUTOFF VALVE

AIR PRESSURE TRANSMITTER

MAIN CABIN TEMPERATURE CONTROL VALVE

16 CONTROL CABIN TEMPERATURE CONTROL VALVE

DTS eanonaun =

Modelado Fluido

H. P, DIFFERENTIAL PRESSURE
TRANSMITTER ( 0 - 100 PSI)

7
18
19
2
21
2
2
2%
25
2%

27

30

Curso 2020-2021

GROUND AIR CONNECTION AND CHECK VALVE 22
CHECK VALVE

ENGINE BLEED AIR SHUTOFF VALVE
VENTURI (FLOW LIMITER)

WING ANTI.ICE SHUTOFF VALVE
THERMAL ANTI-ICE SYSTEM MANIFOLD
PNEUMATIC MANIFOLD

SWING CHECK VALVE

WING ISOLATION VALVE

RIGHT AIR CONDITIONING PACK SHUTOFF
VALVE

LEFT AIR CONDITIONING PACK SHUTOFF
VALVE

AMBIENT AIR SENSING FITTING
PNEUMATIC MANIFOLD

THERMAL ANTI-ICE SYSTEM MANIFOLD

18/56



u Sistemas hidraulicos del avidn

Aparecieron muy pronto en la historia de la aviacién y actualmente estan
en fuerte competencia con los sistemas eléctricos

m Hélices de paso variable
m Actuadores en sistemas de mandos primarios y secundarios
m Sistema de fuel, lubricacion

El fluido se presuriza utilizando bombas y acumuladores, se redirige por el
sistema por tubos y se controla mediante valvulas
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U Hélice de paso variable

Bombeo de aceite para regular el paso de las hélices

Overspeed Underspeed

0il Flow
—

Engine To Oil Engine
Oil Pressure boldmethod » Sump  Oil Pressure boldmethod }

El angulo de ataque varia acorde a las necesidades de la aeronave
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u Sistemas hidraulicos del avidn

PRIMARY/SECONDARY
FLIGHT CONTROLS

LANDING GEAR
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u Sistemas redundantes del avién

Hydraulic System Redundancies

HydraulcSystem 1- EDP or EMP diven

Hydraulic System 2- EDP or EMP diven,

Hydraulic System 3- EDP, EMP or RAT drive
Hydraulic Fuid Reservolrs - System 3- 0P, € driven
o

Elecric Motor Pump.

V) LeftEngine 12 »H LeftEngine 1

I} Engine Driven Pump, 0 — Engine Driven Pump

Landing Gear
NosewheelSteering

Electric Motor Pump

Right Engine 8 x

Engine Driven Pump Beaudaniels.com

Landing Gear
Ram Air Turbine Drven Pump. el

Right Engine 14

Engine Orvenpump ' @

Landing Gear

Evitar pérdida de control durante el vuelo
Modelado Fluido Curso 2020-2021 22/56




Actuadores

Engine Driven Pump

,,,,,,, reafiie] s D Hydraulic Actuator

Level 1 EDP | | EDP
- - — Electro Hydrostatic
P) Q y

Component level |- - ] vvvv

P ~ Actuator
TeSSure sensor

B PR G Green Hydraulic System
Level 2

X Y Yellow Hydraulic System
Hydraulic power
subsystem level

Level 3
Hydraulic actuation

i : Displacement sensor
subsystem level Spoilers Ailerons
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OIL TANK

OIL SYSTEM

Modelado Fluido

Curso 2020-2021
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u Unidad 4 - Modelado Fluido

Leyes de conservacion
m Ecuaciones de estado
m Conservacion de la masa
m Conservacién de la cantidad de movimiento
m Conservacion de la energia
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u Ecuaciones de estado

m Propiedad es cualquier caracteristica macroscépica de un sistema
medible directa o indirectamente en un instante dado (sin necesidad
de conocer la historia anterior).

m Estado es el conjunto de propiedades del cual puede derivarse el
resto.

m En un sistema fluido, las propiedades fundamentales son:

m presién (p) [Pa]
m temperatura (T) [K]
m densidad (p) [kg/m?]

Ecuacién de estado

Relacién matematica entre las variables de estado

f(p, T,p)=0
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U  Ecuacion de estado de un gas ideal

Ecuacion de estado pV = mR; T

Al someter al gas a procesos de compresion y expansion se aplica la
expresién de proceso politrépico entre dos estados A y B:

pV"=C
m Isobarico pa = pg,n =0 m Isocérico Vy = Vg, n = 0
Ta/Te = Va/Vs Ta/Te = pa/ps
m Isotermo Tp= Tg,n=1 m Isoentrépico sp = sg,n =1y
paVa = pgVp paVy = psVa
La compresibilidad se ve afectada 5 = —Vgc np

“Ry = 8,314[J/ (mol - K)]/Mm[g/mol] ~ Rg.aie = 8,314/28,96 = 0,287J/g
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U Ecuacion de estado en liquido

En el caso de los liquidos no existen relaciones validas para un rango
grande de valores de sus propiedades. Por tanto, se recurre a
linealizaciones en torno a valores de operacion:

B dp dp
P—P0+8—p (p— Po)+87- (T —To)

= o [1+B(p—po)—a(7—70)]
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u Conservacion de la masa

Tiene lugar en los depésitos del sistema fluido.

dp, dV, .
= Stc Vc+pvcic = Zmi

dm
dt

d
ZE(P'V)

vC vC

[

[

Si m; tiene densidad constante, se |
puede expresar como: [
[

[

[

m/ - pl QI ml m2
Dependiendo de si la densidad o el : e—

volumen son constantes, podemos | |
estudiar dos casos mas sencillos. Volumen b — — — \
m
de control N
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dv dv
pE:Zin—)E:ZQi

m Relacién volumen-altura depésito

h
dv  dV dh @ @
dt  dhdt
m Llenado y vaciado de actuadores lineales: Qk\
A
<>
% =xA—> Q=xA

m Llenado de depésitos:

V() = Vo + /O Q)
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U Conservacion de la masa (V = constante)

Efectos de compresibilidad (gases), almacena de energia de deformacién

dp
V— = i
" Z_:p Q
m Proceso isotermo con gas —
(pV = C, § = 0): T PY
— - — @ .: c e o. Y
F=r3, —>dp_de —»ml JERA LN

d 3 7 N
¥ R OLL RS Py &l AN

74
m Compresion liquido Capacitancia C = 5
(p=po [H%(p—po)b
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Liquido en un volumen de control variable y con efectos de

compresibilidad:

b

Qouta

Q, —>

T A Z Q; (p =~ constante)
Bt " de 2

Ejemplo: actuador lineal con compresibilidad

Plantear la ecuacién de continuidad para un actuador lineal con area A
que tiene un caudal de entrada Q;, y uno de salida Q...
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Conservacion de la cantidad de movimiento

En un conducto de seccién constante A y longitud L se expresa como

dr

pL dQ

dt:Z:Ap"*_>

jazpl—Pz

dmv  dpVQ/A

dt

dt

A(p1 — p2)

Almacenamiento de energia cinética en particula fluida

P1

*Simplificacién de la ecuaciéon de Navier Stokes

Modelado Fluido
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Inertancia
A

P2

33/56



U  Conservacion de la energia

Aplicando la 12 ley de la termodinamica a un volumen de control:

1
Ae=A + —pv? + h co T = i w;
p 5P g + ¢ Z qi + Z /j
Compresién . E. pot. grav. E. interna ! J
E. cinética

Para un flujo de un fluido en un tubo que:
m sea incompresible p = cte
m la seccién es constante v = cte
m no haya aporte externo de calor ni trabajo
m no haya variaciones de altura

Ap=—c, AT

Las diferencias de presién a lo largo del tuvo se transforman en una variacién de
temperatura por efecto de la friccion.
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Pérdidas por friccién

m Se produce una pérdida de carga que se traduce en un aumento de

temperatura

m Estas pérdidas se modelan mediante elementos resistivos que disipan

la energia del flujo

Se producen pérdidas por:

m Friccién de la pared

m Elementos de la
instalacién:
m valvulas
m codos
m cambios de seccién

Modelado Fluido

Ap = f(m, Q)

Curso 2020-2021
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U  Pérdidas por friccion con pared

Las pérdidas de un tubo se modelan mediante la ley empirica de :

iP1 U P2
Ley de Darcy-Weisbach : ;
m
*—> .I_) *—>

L pi? == | >

pP1— p2 Dy 2 *~— — -~
| *—
*—> *—> DH
m Dy es el diametro hidraulico

<< >

m f = f(Re,€) es el factor de L
friccion de Darcy

Re = pub
Las pérdidas dependen del régimen M
de flujo (laminar o turbulento) y la Dy = 4é
rugosidad del tubo P
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u

Pérdidas en flujo laminar (Re < 2000)

m Solucién analitica® para flujo desarrollado, perfil parabélico de velocidad
m Longitud de entrada Ly = 0,0575DyRe
m El factor de friccion de Darcy es: f = f(Re) = 64/Re
32ul _
~ 3 °
H
m Variaciones de temperatura afectan a la viscosidad = u(T), y a su vez al
tipo de flujo

m Pérdida de carga lineales p; — po =

Irrotatiopal Velocity Developing Fully Developed
flow region Boundary Layer Velocity Profile  Velocity Profile
po I 4 < = p3
~—_| \
- - (R ————— \I AN
I 7 /
p1 P / p2
—
| J

‘47 Hydrodynamic entrance region —————— «<———Fully developed region

* L. . . . .
Mecanica de Fluidos - Flujo de Hagen-Poiseuille
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U  Pérdidas en flujo turbulento (Re > 4000)

Factor de friccién en flujo completamente desarrollado

Longitud de entrada Ly = 25 — 40Dy

El factor de friccién no tiene expresion analitica

m La relacion entre la pérdida de carga y la velocidad es cuadratica

Flujo laminar Flujo turbulento
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u Factor de friccién: correlaciones

Existen varias aproximaciones dependiendo del Re y .

1

Blasius (4000 < Re < 10°) f =0,316Re" 4
f(Re, €) Prandtl (4000 < Re) = 2log;o(ReV/f) — 0,8

= 1,14 — 2logy, (Di)
H

L pi? L 8pQ?
pr—po= o P p o Y
Dy 2 DH7T2DH

Alta rugosidad flujo turbulento

=5 -
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U  Pérdidas por friccion en elementos

Pérdidas en el flujo adicionales a las propias del conducto

m Valvulas, orificios, medios porosos, cambios de direccién a través de
codos. . .

m Se modelan mediante la expresién cuadratica
2 I
Ap = KQ Ap = kipu

m K es el coeficiente de pérdidas K = f (geometria, Re)
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u Pérdidas secundarias (. e Menitt - Hydraulic Control Systems)

==

d p— ds K=(Q-d%d?

R

Sudden enlargement

I
| — T

Sudden contraction

K=}~ dy/dy)

Resistance coefficient due to the geometry of pipe entrances
and exits with large reservoirs, that is dy/ds ~0
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u Pérdidas secundarias (. e Menitt - Hydraulic Control Systems)

[ [ [ T

K =005 K =025  K=050 K = 0.80

Well-rounded Slightly rounded Sharp-edged Inward projecting
entrance entrance entrance pipe entrance

_J 1 1

— — . —_—

K=10 K=10 K=10

Rounded - Sharp-edged Projecting
exit exit pipe exit
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u Pérdidas secundarias (. e Menitt - Hydraulic Control Systems)

£
T 04 ~
s A
3 - -
- Bend angle
3 § (deg)
-}
w03 -
»
&
90 |
021~ -
45 )
Section A-A
0.1 1 | | ! ! | I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Radws-diameter ratio, rfd

Figure 3-16 Resistance cocfficicnts of pipe bends (from J. J. Taborek, “Fundamentals
of Line Flow,” Machine Design Mugazine, April 16, 1959).
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Pérdidas secundarias: flujo por orificios

m Normalmente en valvulas para controlar la potencia fluida
m Contraccién repentina que puede tener area fija o variable

m Presente en flujos turbulentos

Seccién 1: fluido hacia el orificio
Seccién 0: orificio
Seccién 2: vena contracta,

lineas de corriente
muy unidas

Seccion 3: flujo vuelve a la
normalidad
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Pérdidas secundarias: flujo por orificios

El flujo se acelera en el tramo 1 —0—2

El chorro se estrecha hasta llegar a 2,
con coeficiente de contraccién

Cc = A2/ Ao

Ecuacién de continuidad

Q= Ajur = Ay

La ecuacién de Bernoulli relaciona la aceleracién del fluido con la
caida de presiéon 1 — 2

1 2 1 2
P1+§,0U1 =p2+ 5PU2
2 inuidad A \2 2
G =+ 2o ) < = 3 () 42— o)
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Pérdidas secundarias: flujo por orificios

Velocidad en 2:

Uy = B —(Pl - Pz)

|
|
[
[
1
A El coeficiente de pérdidas resulta en:

_ 1 p 2 _ 2

C, = Coeficiente de velocidad: considera pérdidas no indicadas por Bernoulli, =~ 1
Cy = Coeficiente de descarga
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u Unidad 4 - Modelado Fluido

Ejemplos de sistemas fluidos
m Depésito de volumen variable
m Actuador neumatico
m Sistema de depésitos
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U Depdsito de volumen variable

m Fluidos ocupan volumen
inicial V;, V¢

\A m Compresibilidad 8, 8¢
m Se aumenta la presion del
sistema
1 AV |

i Compresibilidad del conjunto?

Hallar expresién del médulo de compresibilidad equivalente Beq del sistema
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U Depdsito de volumen variable

AVq

R m Volumen inicial V7 = V| + V¢
v % m Variacién de volumen a causa
L

del esfuerzo

AV =AVc - AV, — AVg

o 1 AVt AVe — AV, — AVg
m Mdédulo de compresibilidad — = =
P Bea  VrDp Vrip
AV V., AV, Ve AVg

1
m Reorganizando términos — =
& e  VrBp VrViAp V7 VeAp

m Sustituyendo

1 AVe Vi1 Vel 1 Vi1 Vg1l

VrBe  Be  ViBL VrBe

Beq  Vrbp ' V1B
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u Actuador neumatico

m Proceso isotermo, gas ideal p,
B8, R

Volumen inicial Vyo, Voo

Camaras selladas

Secciones A1, A>

Masas agrupadas m

Gastos masicos my, Mo

Ecuaciones del sistema

Determinar ecuaciones de la presién en las camaras 1y 2 y del
desplazamiento de la carga
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m Presiones de las camaras

ejercen fuerzas sobre el pistén
Fi = piA;

m Volumen de camaras

Vi = Vio+ Ax
V2 = V270 — A2X

m p;V; = miRT;
dm .
Camaral —* — m
dt Sustituir ecuacién de estado en
Camara 2 dmy = —1in camaras y presiones en el
ddt' desplazamiento de la masa
mx
Masa W:FI_F2_FIJ
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Actuador neumatico

m Camara 1: % = % b1 = Vlgl‘)/ll p1
(Vi +A1x) +p1A1 Zt = my — (Va0 + Arx) Z—Zi% A ‘le’; my
Vl’oglAlxp Cfiptl 1A1i/ = m V1’0R+T1A1X% RT1A Z); = m

m Camara 2: %:%ﬂ —VQSCZ_pz
(Voo — Aox) Z + Ao i’; — V?—'OR—TZAZ‘XCiZz %AZ% R,

d
m Carga: mT + b— = p1A1 — pA>
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m Agua (p = 1000kg/m3,
p=10"3Pa-s)
m Flujo laminar, pérdidas lineales

m Depésitos seccidn constante

Determinar altura de los depdsitos

Ecuaciones diferenciales del sistema:

m considerando sélo las pérdidas en lineas

m considerando ademas la inertancia en la linea 2
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Sistema de depdsitos

Presién en nodos:

p1(t) = patm + p(t)
p2 (t) = patm + pgh (t)
p3 (t) = pat
Pa (t) = patm + pgh2 (t)
ps (t) = pat
patm
Pérdidas en lineas: Acumulacién en depésitos:
Ap12 = p(t) — pgh (t) = RipQ: Agt Cg’tl Q- Q
Apoz = pght (t) = RopQ2
A dh2
Apss = pgha (t) = R3pQs d2—= = @ — (s
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Sistema de depdsitos

Sustituyendo los caudales por su relacion con las pérdidas de carga:

dhy g ( 1 1 ) p
- e e

dt  An \Ri R pAg1 Ry
dhy g g

a2 hy —

gt AnR T ApRy ™ O

Inertancia

i Cémo se modifican las ecuaciones del sistema?
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u Unidad 5 - Modelado Térmico

Introduccién
Conservacién de energia interna
Transferencia de calor

Ejemplos de sistemas térmicos
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u Unidad 5 - Modelado Térmico

Introduccién
m Sistemas térmicos
m Leyes de la termodinamica
m Modelado de sistemas térmicos
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u Sistemas térmicos

Aquellos en los que los elementos almacenan y transfieren energia en
forma de calor (energia térmica).

m Se caracterizan por el calor retenido en los elementos y su flujo
gracias a las diferencias de temperatura dentro del sistema

m Elementos sélidos o fluidos
m Almacenamiento de energia interna en cada elemento
m Flujos de calor mediante diferencias de temperatura

m Obedecen las Leyes de la Termodinamica

Flujo f Esfuerzo e Desplazamiento q Cantidad de movimiento p

Sistema térmico Flujo de calor gq Temperatura T - -
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U Lleyes de la termodinamica

12 Ley de la termodinamica

La conservacion de energia interna sin trabajo
aplicado de un sistema indica: A4

0
AU = Q‘f‘/sz (Qint - Qout) = Z Qi

La variacién de energia interna dU en un
intervalo dt sera igual a:

dQ;
Z = ai
Ley O de la termodinamica

Equilibrio térmico entre dos elementos al
alcanzar la misma temperatura
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u Modelado de sistemas térmicos

v
Y
\ 7

m Basados en acumulacién de energia
interna (calor) por masas puntuales
(nodos)

m Transferencia de energia entre cuerpos
a distinta temperatura mediante flujos
de calor

m Conduccién
m Conveccién
m Radiacién

qrad III Qeond qconv eonv Gcond Qeonv
—l— — el —~

Tpane| Tsoldadura Tﬂuido 1 Tint 1 Tint 2 Tﬂuido 1
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u Unidad 5 - Modelado Térmico

Conservacién de energia interna
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u Conservacion de energia interna

m La conservacién de la energia interna

U = mcT viene dada por: m.c, Ty

m m: masa del cuerpo [kg]
m c: capacidad especifica a presién o
volumen constante [J/ (kg - K)]
m Capacitancia térmica C = mc [J/K]

m Simil con presién (sist. fluido) en un m.c, Ty

punto
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u Unidad 5 - Modelado Térmico

Transferencia de calor
m Conduccién
m Conveccién
m Radiacion
m Resistencia térmica
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u Transferencia de calor: conduccién

m En el seno de un sélido o de un fluido “en
reposo"

m Basada en la ley de Fourier:

qg__ 0T
A Ox

m A: seccién transversal [m?]
m «: conductividad térmica [W/ (m - K)]
m x: direccion del flujo de calor [m]

m Eje de seccién constante

A
g=r7(T1—Te)
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m Capas de distinto material y grosor:

Ti— Tiy1

Xi

q = Ak;

el flujo de calor es constante

m Direccién radial en cilindro

2w

/n(rz/rl) (- To)

qg=r
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m Interaccién fluido y sélido

m Basada en la ley de enfriamiento de Newton:

—=h(Ts— To)

m h: coeficiente convectivo de transferencia

de calor [W/ (m? - K))] CONVECTION
m T;: temp. de superficie de contacto [K] HEAT

m T temp. de referencia del fluido [K] TRANSFER

m Conveccién forzada o natural, régimen laminar
o turbulento

m h se determina analitica o experimentalmente

= E = f(Re, Gr, Pr,x, .. ) ADRIAN BEJAN

Kf WILEY

Nu
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Transferencia de calor: conveccién

Temperature

—— Pr=0.71 (aire)
s —— Pr=02 (He-Xe)
—— Pr=0.025 (LBE)

Conveccién natural

R e m Flujo conducido por gradientes
e 7 i
&/ 7Y i de densidad
s A Saunders
, o Baley m Intercambio pasivo de calor
0.2 —+— Churchill
o1 108 10° 1010
Ra

45 —pr=i
o —Pr=0.1
— pr=0.01

== m [aminar
mm— Turbulento

Conveccion forzada 5
m Flujo producido por fuentesg

externas

m Mas eficiente que la
conveccién natural

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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u Transferencia de calor: radiacién

m Emisién/recepcion de ondas
electromagnéticas

m Ley de Stefan-Boltzmann

ﬂ = 6(TF12 (T14 — T24)

A
m c: emisividad [—] B
1
m o: cte de Stefan-Boltzmann CATALAC

FLAT BLACK PAINT

g ~097

SOLARBAND __ =08
[SOLAR ABSORPTANCE)

w/ (m2K4)
m Fi,: factor de visién N

— Spato
WHITE PAINT

m El flujo de calor depende de los e Mo,
03 ONBACK)
materiales implicados y su disposicién o B,
— area efectiva AT o
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u Resistencia térmica

Definicién
Ratio del cambio de temperatura con respecto el flujo de calor aplicado

s
Se aplica en: q
L
m Medios conductivos Reopg = —, ...
AK
m Flujos de calor convectivos Reony = %
1

m Radiacién linealizada R.q ~ W

conv 1 cond conv 2
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Resistencia térmica interna

m ;Es relevante la conduccién interna de
un medio? Namero de Biot

_ th _ Rcond

R Reonv

Bi

m Bi < 0,1 conduccién es importante

m Bi > 10 conveccién es importante

L, = cherpo

Asuperﬁcie

Simplificacién del modelo térmico mediante parametros concentrados
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